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二阶非自治 （ｑ，ｐ）Ｌａｐｌａｃｅ方程组解的存在性

崔德标
（河海大学理学院，江苏 南京 ２１１１００）

摘　要：主要讨论了二阶非自治（ｑ，ｐ）－Ｌａｐｌａｃｅ方程组解的存在性。借助一个新的条件，可以说明二阶非自治
（ｑ，ｐ）－Ｌａｐｌａｃｅ方程组相应的泛函满足ＰＳ条件，得到二阶非自治（ｑ，ｐ）－Ｌａｐｌａｃｅ方程组解的一些存在性定理，
最后借助鞍点定理给予证明。
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　　本文讨论二阶非自治（ｑ，ｐ）－Ｌａｐｌａｃｅ方程组

－ｄｄｔ（
ｕ１（ｔ）

ｑ－２ｕ１（ｔ））＝

　　　ｕ１Ｆ（ｔ，ｕ１（ｔ），ｕ２（ｔ）），

－ｄｄｔ（
ｕ２（ｔ）

ｐ－２ｕ２（ｔ））＝

　　　ｕ２Ｆ（ｔ，ｕ１（ｔ），ｕ２（ｔ）），

ｕ１（０）＝ｕ１（Ｔ），ｕ１（０）＝ｕ１（Ｔ），

ｕ２（０）＝ｕ２（Ｔ），ｕ２（０）＝ｕ２（Ｔ
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

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ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］ （１）
解的存在性。这里Ｔ＞０，１＜ｑ，ｐ＜∞，Ｆ：［０，Ｔ］×
ＲＮ×ＲＮ→Ｒ。当ｐ，ｑ＝２时，（１）是二阶哈密顿系
统。利用变分的方法，已经获得了一些存在性结

果，见文［１－９］。例如，利用变分方法中的极小
值原理，文 ［１］得到了一个存在性结果；文 ［２］

在非线性边界条件下，利用极小值原理和山路引理

获得了两个存在性结果；文 ［３］利用非光滑临界

点定理得到了两个存在性结果；当非线性项

Ｆ（ｔ，ｘ）有界时，得到了一个多解性结论，见文

［４］。当ｐ＝２时，在文 ［５］中，当非线性条件

Ｆ（ｔ，ｘ）在 Ｒａｂｉｎｏｗｉｔｚ条件下满足次二次性，得

到了一些存在性结果。受文 ［５］的启发，本文概

括一个新的条件：存在０＜μ１ ＜ｑ，０＜μ２ ＜ｐ和

Ｍ ＞０满足

ｘ１Ｆ（ｔ，ｘ１，ｘ２）≤μ１Ｆ（ｔ，ｘ１，ｘ２），

ｘ２Ｆ（ｔ，ｘ１，ｘ２）≤μ２Ｆ（ｔ，ｘ１，ｘ２
{

）
（２）

对所有的 ｘ＝ ｘ２１＋ｘ槡
２
２≥Ｍ和对ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］

成立。
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在条件 （２）下，可以说明方程组 （１）相应
的泛函满足ＰＳ条件。本文借助鞍点定理可以得到
方程组 （１）的一些存在性定理，然后给予证明，
详见第二部分主要结果。

１　预备知识

下面引入一些基本的记号与概念，Ｗ１，ｐＴ 是Ｓｏｂｏ

ｌｅｖ空间
Ｗ１，ｐＴ ＝｛ｕ：［０，Ｔ］→Ｒｎ｜ｕ，ｕ∈Ｌｐ（［０，Ｔ］，Ｒｎ）｝
令ｕ∈ Ｗ１，ｐＴ ，设 ｕ（ｔ）＝珔ｕ（ｔ）＋ｕ（ｔ）且满足 珔ｕ＝
１
Ｔ∫

Ｔ

０
ｕ（ｔ）ｄｔ，∫

Ｔ

０
ｕ（ｔ）ｄｔ＝０，则对于 ｕ∈ Ｗ１，ｐＴ ，ｖ∈

Ｗ１，ｑＴ ，则有Ｓｏｂｏｌｅｖ不等式
‖ｕ‖∞ ≤Ｃ１‖ｕ‖ｐ，‖ｖ‖∞ ≤Ｃ１‖ｖ‖ｑ

和Ｗｉｒｔｉｎｇｅｒ不等式
‖ｕ‖ｐ≤Ｃ２‖ｕ‖ｐ，‖ｖ‖ｑ≤Ｃ１‖ｖ‖ｑ

其中Ｃ１，Ｃ２是正的常数。Ｆ：［０，Ｔ］×Ｒ
Ｎ ×ＲＮ→ Ｒ

满足下面的假设：

假设 （Ａ）　Ｆ（ｔ，ｘ１，ｘ２）关于 ｔ对于每一个
（ｘ１，ｘ２）∈Ｒ

Ｎ ×ＲＮ是可测的，且关于 （ｘ１，ｘ２）对
ａ．ｅ．ｔ∈ ［０，Ｔ］是连续可微的，则存在 ａ１，ａ２∈
Ｃ（Ｒ＋，Ｒ＋），ｂ∈Ｌ１（０，Ｔ，Ｒ＋）使得

Ｆ（ｔ，ｘ１，ｘ２）＋ｘ１Ｆ（ｔ，ｘ１，ｘ２）＋ｘ２Ｆ（ｔ，ｘ１，ｘ２）≤
（ａ１（ｘ１ ）＋ａ２（ｘ２ ））ｂ（ｔ）

成立，其中（ｘ１，ｘ２）∈Ｒ
Ｎ ×ＲＮ和ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］。

记Ｗ ＝Ｗ１，ｐＴ ×Ｗ
１，ｑ
Ｔ 是自反的Ｂａｎａｃｈ空间，其

范数记为

‖（ｕ１，ｕ２）‖Ｗ ＝‖ｕ１‖Ｗ１，ｑＴ
＋‖ｕ２‖Ｗ１，ＰＴ

则方程组 （１）相应的泛函方程可以表达为

φ（ｕ１，ｕ２）＝
１
ｑ∫

Ｔ

０
ｕ１（ｔ）

ｑｄｔ＋１ｐ∫
Ｔ

０
ｕ２（ｔ）

ｐｄｔ－

∫
Ｔ

０
Ｆ（ｔ，ｕ１（ｔ），ｕ２（ｔ））ｄｔ （３）

本文假设Ｆ＝Ｆ１＋Ｆ２，Ｆ１，Ｆ２满足假设 （Ａ）。
定义１　 （次凸性）若

Ｇ（λ（ｘ＋ｙ））≤μ（Ｇ（ｘ）＋Ｇ（ｙ））
对一些λ，μ０和ｘ，ｙ∈ＲＮ成立，则泛函Ｇ：ＲＮ→
Ｒ被称作（λ，μ）次凸的。

定义２［７］　 （ＰＳ条件）Ｘ是一个Ｂａｎａｃｈ空间，
ｆ是其上的泛函，｛ｕｎ｝ Ｘ，如果 ｛ｆ（ｕｎ）｝有界，

并且在Ｘ 上 ｆ′ｕ( )
ｎ

ｎ→
→
∞
０，则 ｛ｕｎ｝有强收敛

子列。

引理１［８］　 （鞍点定理）设 Ｘ是一个 Ｂａｎａｃｈ
空间，φ∈Ｃ１（Ｘ，Ｒ１），φ满足 （ＰＳ）条件，将Ｘ直

和分解为Ｘ＝Ｘ１"Ｘ２，ｄｉｍＸ１＜∞．若存在Ｒ＞
０，使得

ｓｕｐ
ｕ∈Ｓ－Ｒ
φ（ｕ）＜ｉｎｆ

ｕ∈Ｘ＋
φ（ｕ）

成立，其中Ｓ－Ｒ ＝｛ｕ∈Ｘ
－ ‖ｕ‖＝Ｒ｝，则φ必有

临界点。

２　主要结果
定理１　假设 Ｆ满足假设 （Ａ）和条件 （２），

存在ｇ∈Ｌ１（０，Ｔ）使得
Ｆ（ｔ，ｘ１，ｘ２）≥ｇ（ｔ） （４）

对所有的（ｘ１，ｖ２）∈Ｒ
Ｎ ×ＲＮ和ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］成

立。在［０，Ｔ］上存在一个子列Ｅ且有ｍｅａｓ（Ｅ）＞
０，使得

Ｆ（ｔ，ｘ１，ｘ２）→＋∞ （５）
其中ａ．ｅ．ｔ∈Ｅ，则 （１）在Ｗ上有惟一解。

证明　记Ｅ＝Ｗ ＝Ｗ１，ｑＴ ×Ｗ
１，ｐ
Ｔ 和

珟Ｗ ＝珟Ｗ１，ｑＴ ×珟Ｗ
１，ｐ
Ｔ ＝｛（ｕ１，ｕ２）∈Ｗ

１，ｑ
Ｔ ×Ｗ

１，ｐ
Ｔ

（珔ｕ１，珔ｕ２）＝０｝

则Ｅ＝珟Ｗ１，ｑＴ ×珟Ｗ
１，ｐ
Ｔ ＋Ｒ

Ｎ且ＲＮ是有限维的。根据鞍
点定理只需证明

①φ（ｕ１，ｕ２）→＋∞，当 ‖（ｕ１，ｕ２）‖ → ∞ 在
Ｗ１，ｑＴ ×Ｗ

１，ｐ
Ｔ 上，

②φ（ｕ１，ｕ２）→－∞，当 ‖（ｕ１，ｕ２）‖ → ∞ 在
ＲＮ ×ＲＮ。

对每一个 （ｘ１，ｘ２）≥Ｍ和ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］，记

ｙ（ｓ）＝Ｆ（ｔ，ｓｘ１，ｓｘ２），Ｑ（ｓ）＝ｙ′（ｓ）－
μ
ｓｙ（ｓ）

（６）
则

Ｑ（ｓ）＝１ｓ［（Ｆ（ｔ，ｓｘ１，ｓｘ２），ｓｘ１，ｓｘ２）－

μＦ（ｔ，ｓｘ１，ｓｘ２）］≤０ （７）

对所有的ｓ≥ Ｍ
ｘ。由 （６）得ｙ（ｓ）＝Ｆ（ｔ，ｓｘ１，ｓｘ２）

是一阶线性常微分方程 ｙ′（ｓ）＝μｓｙ（ｓ）＋Ｑ（ｓ）的

一个解，表明

Ｆ（ｔ，ｓｘ１，ｓｘ２）＝ｓμ（∫
ｓ

１
ｒ－μθ（ｒ）ｄｒ＋Ｆ（ｔ，ｘ１，ｘ２））

其中 ｓ≥ Ｍ
ｘ。此外，通过假设 （Ａ）和式 （７）

知

ａ０ｂ（ｔ）≥Ｆ（ｔ，
Ｍｘ１
ｘ，
Ｍｘ２
ｘ）≥（

Ｍ
ｘ）

μＦ（ｔ，ｘ１，ｘ２）

其中 ｘ≥ Ｍ，ａ．ｅ．ｔ∈ ［０，Ｔ］和一些常数 ａ０ ＝

６４
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ｍａｘｘ≤Ｍａ（ｘ），则

Ｆ（ｔ，ｘ１，ｘ２）≤ａ０ｂ（ｔ）（（
ｘ
Ｍ）

μ＋１）

对所有的（ｘ１，ｘ２）∈Ｒ
Ｎ×ＲＮ和ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］。利

用Ｓｏｂｏｌｅｖ不等式和Ｗｉｒｔｉｎｇｅｒ不等式得

φ（ｕ１，ｕ２）≥
１
ｑ∫

Ｔ

０
ｕ１（ｔ）

ｑｄｔ＋１ｐ∫
Ｔ

０
ｕ２（ｔ）

ｐｄｔ－

‖（ｕ１，ｕ２）‖μ
∞（
ａ０
Ｍμ
）·∫

Ｔ

０
ｂ（ｔ）ｄｔ－ａ０∫

Ｔ

０
ｂ（ｔ）ｄｔ≥

１
２ｑｍｉｎ｛１，ｃ

－ｑ｝‖（ｕ１，ｕ２）‖
ｑ＋

１
２ｐｍｉｎ｛１，ｃ

－ｐ｝‖（ｕ１，ｕ２）‖
ｐ－

ａ０（
ｃ
Ｍ）

μ∫
Ｔ

０
ｂ（ｔ）ｄｔ‖（ｕ１，ｕ２）‖μ－ａ０∫

Ｔ

０
ｂ（ｔ）ｄｔ

对所有的（ｕ１，ｕ２）∈珟Ｗ
１，ｑ
Ｔ ×珟Ｗ

１，ｐ
Ｔ ，则①得证。由式

（４）和式 （５）得

φ（ｘ１，ｘ２）＝－∫
Ｔ

０
Ｆ（ｔ，ｘ１，ｘ２）ｄｔ≤

－∫ＥＦ（ｔ，ｘ１，ｘ２）ｄｔ－∫［０，Ｔ］／Ｅｇ（ｔ）ｄｔ≤
－∫ＥＦ（ｔ，ｘ１，ｘ２）ｄｔ＋∫

Ｔ

０
ｇ（ｔ）ｄｔ→－∞

则②得证。由鞍点定理易知定理１成立。
定理２　假设Ｆ满足假设 （Ａ），条件 （２）和

∫
Ｔ

０
Ｆ（ｔ，ｘ１，ｘ２）ｄｔ→∞，当 ｘ→∞ （８）

假设Ｆ（ｔ，·，·）是（β，γ）－次凸的且γ＞０对
ａｅ．ｔ∈ ［０，‖Ｔ］‖ ，即

Ｆ（ｔ，β１（ｘ１＋ｙ１），β２（ｘ２＋ｙ２））≤
γ１Ｆ（ｔ，ｘ１，ｘ２）＋γ２Ｆ（ｔ，ｙ１，ｙ２） （９）

对所有的（ｘ１，ｘ２），（ｙ１，ｙ２）∈Ｒ
Ｎ×ＲＮ，则问题 （１）

有惟一解。

证明　记｛（ｕ１ｎ，ｕ２ｎ）｝是Ｗ＝Ｗ
１，ｑ
Ｔ ×Ｗ

１，ｐ
Ｔ 上一

个子列且φ（ｕ１ｎ，ｕ２ｎ）有界，且
‖φ′（ｕ１ｎ，ｕ２ｎ）‖ ×（１＋‖（ｕ１ｎ，ｕ２ｎ）‖）→０

当ｎ→∞，则存在一个常数Ｃ１使得

φ（ｕ１ｎ，ｕ２ｎ）≤Ｃ１，‖φ′（ｕ１ｎ，ｕ２ｎ）‖ ×
（１＋‖（ｕ１ｎ，ｕ２ｎ）‖）≤Ｃ１ （１０）

其中ｎ∈Ｎ。设
ｈ（ｔ）＝（ｐ＋Ｍ）ｂ（ｔ）ｍａｘ

ｘ≤Ｍ
ａ（ｘ）≥０

则由假设 （Ａ）和条件 （２）得
－ｈ（ｔ）＋（Ｆ（ｔ，ｘ１，ｘ２），ｘ１＋ｘ２）≤μＦ（ｔ，ｘ１，ｘ２）

（１１）
其中（ｘ１，ｘ２）∈Ｒ

Ｎ×ＲＮ和ａｅ．ｔ∈ ［０，Ｔ］。又由于
（ｐ＋１）Ｃ１≥φ′（ｕ１ｎ，ｕ２ｎ）（１＋（ｕ１ｎ，ｕ２ｎ））－

ｐφ（ｕ１ｎ，ｕ２ｎ）≥

［φ′（ｕ１ｎ，ｕ２ｎ），ｕ１ｎ＋ｕ２ｎ］－ｐφ（ｕ１ｎ，ｕ２ｎ）＝

∫
Ｔ

０
［ｐＦ（ｔ，ｕ１ｎ，ｕ２ｎ）－（Ｆ（ｔ，ｕ１ｎ，ｕ２ｎ），ｕ１ｎ＋ｕ２ｎ）］ｄｔ≥

（ｐ－μ）∫
Ｔ

０
Ｆ（ｔ，ｕ１ｎ，ｕ２ｎ）ｄｔ－∫

Ｔ

０
ｈ（ｔ）ｄｔ

对所有的ｎ∈Ｎ，这表明

∫
Ｔ

０
Ｆ（ｔ，ｕ１ｎ，ｕ２ｎ）ｄｔ≤Ｃ２ （１２）

其中ｎ∈Ｎ，Ｃ２是常数。根据式 （１０）和式 （１２），
则

Ｃ１≥φ（ｕ１ｎ，ｕ２ｎ）≥
１
ｐ∫

Ｔ

０
ｕ２ｎ

ｐｄｔ＋１ｑ∫
Ｔ

０
ｕ１ｎ

ｑｄｔ－Ｃ２

其中ｎ∈Ｎ，则

∫
Ｔ

０
ｕ１ｎ

ｑｄｔ＋∫
Ｔ

０
ｕ２ｎ

ｐｄｔ≤Ｃ３ （１３）

其中ｎ∈Ｎ，Ｃ３是常数。同理可得

∫
Ｔ

０
ｕ１ｎ

ｑｄｔ≤Ｃ４，∫
Ｔ

０
ｕ２ｎ

ｐｄｔ≤Ｃ５，‖珘ｕ１ｎ‖∞ ≤Ｃ６

（１４）
其中ｎ∈Ｎ，Ｃ４，Ｃ５和Ｃ６是常数。则

Ｃ２≥∫
Ｔ

０
Ｆ（ｔ，ｕ１ｎ（ｔ），ｕ２ｎ（ｔ））ｄｔ≥

１
ｒ∫

Ｔ

０
Ｆ（ｔ，β１珔ｕ１ｎ，β２珔ｕ２ｎ）ｄｔ－

∫
Ｔ

０
Ｆ（ｔ，－珘ｕ１ｎ（ｔ），－珘ｕ２ｎ（ｔ））ｄｔ≥

１
ｒ∫

Ｔ

０
Ｆ（ｔ，β１珔ｕ１ｎ，β２珔ｕ２ｎ）ｄｔ－

ｍａｘ
ｘ≤Ｃ７
ａ（ｘ）∫

Ｔ

０
ｂ（ｔ）ｄｔ

其中 ｎ∈ Ｎ，所以 ｛（珔ｕ１ｎ，珔ｕ２ｎ）｝是有界的，由式
（１４）得｛（ｕ１ｎ，ｕ２ｎ）｝是有界的。所以｛（ｕ１ｎ，ｕ２ｎ）｝
有一个收敛子列，因此，泛函 φ满足 （ＰＳ）条件。
下面只需证明

③φ（ｕ１，ｕ２）→＋∞当‖ｕ‖→∞在珟Ｗ＝珟Ｗ
１，ｑ
Ｔ

×珟Ｗ１，ｐＴ ，
④φ（ｕ１，ｕ２）→－∞当‖ｕ‖→∞在Ｒ

Ｎ×ＲＮ。
事实上，利用和定理 １相同的证明方法易知③成
立，而④直接由式 （８）可以得到，从而定理２得
证。
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证明　由引理６和Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入定理Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）

Ｃα，α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ），α＝２－
５
ｐ（ｐ＞

５
２）， （见文

［９］），则有
‖ｕ‖Ｃα，α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤Ｃ（Ｔ），０＜α＜１

因此方程 （１），（４），（６），（９），（１２）的系数
满足引理２，因此可得

‖ｕ‖Ｃ２＋α，１＋α／２ｘ，ｔ （珚ＱＴ）≤Ｃ（Ｔ） （５７）
引理７得证

由定理２和引理７，可知定理１得证。
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